Prof Richard Revisao de Func¢des: material tedrico

Funcéao afim (1° grau)

A Funcdo Afim (ou polinomial do 1° grau), é utilizada para descrever relacdes de variacédo
constante e proporcional no nosso dia a dia, como o valor da corrida de um aplicativo de
transporte, o calculo de salarios com comisséo, a conta de agua e luz e o movimento de corpos
com velocidade constante na Fisica.

Quando o valor de uma variavel y depende do valor de uma variavel x, dizemos que y esta em
funcéo de x.

O y também pode ser indicada por f(x), ou seja, y = f(x).

Uma funcao é dita afim quando o maior expoente da variavel independente x é 1. Sua lei geral de
formacao é expressa por:

y=ax+b ou f(x)=ax+b

Sendo que a e b sdo numeros reais, e definidos como:

- a (Coeficiente Anqular ou Taxa de Variacéo): indica a inclinagdo da reta e o ritmo de variagéo
da funcéo (a # 0).

- b (Coeficiente Linear ou Termo Independente): indica o valor inicial da funcéo e o ponto onde
a reta intercepta o eixo y.

Exemplos:

1) Determinar os coeficientes a e b das func¢des a seguir.
a)y=-2x+5
b) f(x) =x -6
c)y=2X

d) f(x) =5
e)y=7-3x
Respostas:
l)a=-2eb=5
2)a=1leb=6
3a=2eb=0
4)a=0eb=5
5)a=0eb=5

Célculos com a funcao afim: atribuindo valor a uma variavel x ou y, calcula-se o valor da outra
variavel, lembrando que y pode ser escrito como f(x).

Exemplos:
1) Dada a funcéo f(x) = 2x + 5, determine f(4) (ou y quando x = 4):

2) Dada a funcéo f(x) = 2x + 5, determine x quando f(x) = 13 (ou y = 13):

Resolucdes

1) Usando a notacéo de y e substituindo x por 4,temos:y=2-4+5—->y=8+5—->y=13.
Se usarmos a notacgao f(x), temos f(4) =2-4+5—f(4) =8+ 5— f(4) = 13.

2) Substituindo y ou f(x) por 13, temos: 13=2x+56— 13-5=2x—>x=4

Aplicacbes da funcao afim: trocando as letras x e y por outas, temos aplicacbes em diversas
areas.

Exemplos:
1) (Fisica— Movimento Uniforme) Um corpo se movimenta com velocidade constante sobre uma

trajetoria reta, obedecendo a fungéo horéaria S = 30 + 4t (no S.1.). Determine:
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a) Sua posicao inicial e velocidade;
b) sua posi¢do no instante 5 s;
C) o0 instante em que o corpo passa pela posicdo 110 m.

2) (Administracdo — Funcao Oferta) - A funcao oferta de mercado q = 5000 + 200-p expressa 0
ponto de vista dos fornecedores e mostra que a quantidade q de produto ofertado aumenta quando
0 preco p sobe, calcule:

a) a quantidade colocada a venda, quando o preco for igual a R$ 5,00.

b) o preco minimo para que o fabricante coloque 8000 unidades a venda.

Resolugodes:

1)a) comparando a funcdo S = 20 + 4t com a férmula S = So + vt, temos: So =30 m e v =4 m/s.
1)b) substituindo t por 5, temos: S=30+4-5— S =50 m.

1)c) substituindo S por 110, temos: 110=30+4 -t > t=20s.

2)a) substituindo p por 5, temos: q = 5000 + 200 - 5 — g = 5000 + 1000 — q = 6000

2)b) substituindo q por 8000, temos: 8000 = 5000 + 200p — 3000 = 200p — p = 15

Lei de formacdo ou modelagem da funcéo: toda funcao é definida por uma lei de formacéo, ou
seja, uma férmula que relaciona as variaveis x e y, ou outras letras.

Exemplos:
1) Um Uber cobra R$ 5,00 fixos mais R$ 3,00 por quildbmetro x rodado. Qual a fun¢éo que calcula

0 preco total y?

2) A producdo de morangos tem custo variavel q de R$ 2,00 por caixa e despesa fixa de R$
15.000,00. Qual é a férmula do custo total C?

Respostas:
1)y=5+3xouy=3x+5
2) C = 15000 + 2q ou C = 2q + 15000

Obtencao da funcéo a partir de 2 pontos: podemos montar uma fungédo, por meio de duas
informacd@es fornecidas, obtendo os termos a e b, por meio de:

_ Ay

a=
Ax

e y=ax+b

Exemplo:
1) Um fabricante de chaveiros automotivos identificou que a producao de 600 unidades gera um

custo total de R$ 14.000,00 e a de 900 unidades, R$ 15.800,00.

a) Obtenha a funcéo que expressa o custo total C em func&o da quantidade g produzida.
b) Determine o custo unitario de producao para um pedido de 1.000 unidades.

c) Determine o custo unitario de producédo para um pedido de 1.000.000 de unidades.

Analise do _Grafico: o grafico da funcdo afim é uma reta, constante quando a = 0, crescente

guando a > 0 e decrescente quando a < 0.
_\‘A y.ﬂ VA
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Constucédo de graficos: a reta intercepta o eixo y no termo b e 0 eixo x na sua raiz (quando y =
0). O método mais rapido para construir o grafico de uma funcdo afim é identificar esses dois
pontos de intersec¢cao nos eixos.

Exemplos:
1) Determine os pontos onde as func¢des abaixo interceptam os eixos horizontal e vertical do plano

cartesiano. Em seguida, construa os graficos.
a)y=5x—-10 b)f(x)=-3x+ 18

2) Nas funcdes f(x) =-2x + 12 e g(x) = x + 3:
a) Determine o ponto em que as retas se interceptam;
b) Construa o gréfico.

3) Dois méveis, A e B, movimentam-se de acordo com as func¢des horarias Sa =- 20 + 4t e Sg =
40 + 2t, no S.1.

a) Determine o instante e a posicdo de encontro dos moveis;

b) Construa o grafico.

4) As funcdes oferta g = 20 + 4p e demanda q = 50 — 2p, onde a quantidade g (em unidades), esta
em funcdo do pregco p em reais, determinam o comportamento do mercado de determinado
produto. O ponto onde as duas funcdes se encontram representa o ponto de equilibrio de
mercado.

a) Determine a quantidade de equilibrio (q) e o preco de equilibrio (p) para esse produto.

b) Construa o gréfico.

Funcéo quadratica (2° grau)

Funcéo Quadratica (ou polinomial do 2° grau) € a funcéo que descreve fendbmenos com trajetorias
parabdlicas, como o lancamento de projéteis, antenas parabdlicas e otimizacao de lucros e custos
em empresas. E toda funcéo expressa na forma:

y=ax*+bx+c ou f(x)=ax*+bx+c

Os numeros reais a, b e ¢ (com a # 0) sédo os coeficientes, enquanto x e y sdo as variaveis.
Portanto os coeficientes sdo os trés nimeros que determinam completamente a forma, a posicéao
e 0 comportamento da func¢éo f(x) = ax? + bx + c.

Exemplo:
1) Determine os coeficientes a, b e ¢ das funcdes abaixo:

a)y=2x*—-3x+5
b) f(x) = —x? + 4x
c)y=3x*-12

Respostas:
l)a=2,b=-3,c=5
2)a=-1,b=4,c=0
3a=3,b=0,c=-12

Calculo de f(x): atribuindo um valor a x, calcula-se a imagem y ou f(x).

Exemplo:
1) Dada a funcéo f(x) = x? — 5x + 6, determine f(4):
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Resolucao:
1) f(4)=4)?*-54)+6=f(4)=16—-20+6= f(4) =2

Raizes (ou zeros) da funcao: as raizes de uma funcéo quadratica sédo os valores de x que tornam
y = 0. Dependendo do valor do discriminante, a funcéo pode ter 2 raizes reais, uma Unica raiz real
(raiz dupla) ou nenhuma raiz real. O discriminante, representado pela letra grega A (delta), € dado
por:

A= b? — 4ac

Para A > 0, temos 2 raizes reais e distintas. Se A = 0, temos uma Unica raiz real (ou duas raizes
reais e iguais). E, quando A < 0, a fungdo n&o possui raiz real.

As raizes podem ser obtidas pela formula resolutiva (popularmente conhecida no Brasil como
"formula de Bhaskara", embora seu desenvolvimento seja atribuido a matematicos como Euclides
e Al-Khwarizmi, entre outros):

_—b VA

X
2a

Alternativamente, quando as raizes sao reais, podem ser encontradas pelas relacdes de soma (S)
e produto (P) de suas raizes:

Exemplos:
1) Determine o valor de x nas fungoes:

a)y=x2-7x+10
b)y=x2-6x+9
C)y=x2-6x+10

2) Dada a funcdo f(x) = x? — 5x + 8, determine x para que f(x) = 2.

Respostas:

1)a)2 ou 5

1)b)3

1)c)o

2)x? —5x+6=0=4=(-5)2—-4(1)(6)=25-24=12>x="2>x, =3,x, =2

Aplicacdes da funcdo guadratica: trocando as letras x e y por outas, temos aplicacdes em
diversas areas.

Exemplos:
1) (Fisica - Lancamento Vertical) - A altura h (em metros) atingida por uma bola em funcéo do

tempo t (em segundos) é dada por h(t) = —5t* + 20t.
a) Qual a altura da bola no instante t = 1 s?
b) Em quais instantes a bola estara no chédo (h = 0)?

2) (Administracdo — Funcao Lucro) - O lucro total L (em milhares de reais) de uma pequena
fabrica na venda de q unidades de um produto € expresso por L(q) = —q* + 10q — 9.

a) Qual o lucro obtido ao vender 4 unidades?

b) Quantas unidades devem ser vendidas para que o lucro seja nulo (L = 0)?
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Grafico da funcao guadratica: € uma curva chamada parabola.

Coeficiente a: € o mais importante, ele define se a parabola abre para cima ou para baixo e o
quéao “fechada” ou “aberta” ela é.

a >0 concavidade voltada para cima a <0 concavidade voltada para baixo

a>o0 a<0

Coeficiente b: indica o sentido em que a pardbola segue apds intercetar o eixo vertical (y). Ao
percorrer o grafico da esquerda para a direita, se a curva sobe logo apos o ponto de corte no eixo
y, 0 coeficiente b é positivo; se a curva desce, b é negativo. Na imagem apresentada, o termo
b é positivo porque, ao acompanhar o trajeto da curva, esta segue em sentido ascendente apoés
cruzar o €eixo y.

b>0

/
NS x

\4

Coeficiente c: representa o ponto de intercec¢do da parabola com o eixo y. E possivel comprovar
esta relacéo ao substituir x = 0 na lei da funcdo quadrética, f(x) = ax? + bx + ¢, 0 que resulta em
f(0) = c. Observe o grafico da fungdo f(x) = x? — 9 representado a seguir, onde o ponto de corte
no eixo y ocorre exatamente em (0, —9).
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Exercicios da aula:

1) A representagdo cartesiana da fungdo y = ax2 + bx + c é a parabola abaixo. Tendo em vista esse
gréfico, podemos afirmar que:

1 (A)a<0, b<0 e c>0
/\ (B)a>0, b>0 e c<0

: e (C)a>0, b>0 e c>0
i (D)a<0, b>0 e c<0
(E)a<0, b>0 e c>0

2) Sobre a funcao f(x) = ax2 + bx + c, representada no grafico abaixo, a afirmativa correta é:

(A)a<0, b<0 e c>0
(B)a>0, b>0 e c<0
1 (C)a>0, b>0 e c>0
0 (D)a<0, b>0 e c<0
(E)a<0, b>0 e c>0

3) A representacéo cartesiana da funcdo y = ax2 + bx + c é a parabola abaixo. Tendo em vista esse
grafico, podemos afirmar que:

2
1
0 (A)a<0, b<0 e c>0
0 A (B)a>0, b>0 e c<0
(©)a>0, b>0 e c>0
-1 (D)a<0, b>0 e c<0
(E)a<0, b>0 e c>0
-2
-3

4) Sobre a fungéo f(x) = ax? + bx + ¢, representada no grafico abaixo, a afirmativa correta é:

(A)a<0, b<0 e c>0
(B)a>0, b<0 e c>0
(C)a>0, b>0 e c>0
(D)a<0, b>0 e c<0
(E)a<0, b>0 e c>0

Respostas:
1)E
2)C
3)D
4)B
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Vértice (V): toda pardbola possui um ponto de maximo ou de minimo absoluto, chamado de
vértice. Esse é o ponto onde a funcdo quadrética deixa de ser crescente e passa a ser decrescente
(ou vice-versa), dependendo da concavidade da parabola, conforme ilustrado nas imagens abaixo.

14
a>0

a<0
v

- Se a > 0, a concavidade é voltada para cima U, ou seja, a funcao possui ponto de minimo.
- Se a < 0, a concavidade € voltada para baixo N, ou seja a funcéo possui ponto de maximo.

Exemplo:
1) Diga se as fungfes a seguir possuem ponto de maximo ou de minimo.

a) f(x) =x*—5x +6.
b) h(t) = 6 — t2.

Respostas:
1)ponto de minimo.
2)ponto de maximo.

Coordenadas do vertice: séo obtidas por:

_ b __—A
xv_z € yv_a

Exemplo:
1) Calcule as coordenadas do vértice da funcdo y = x2 + x — 6.

Respostas:
-1 25
1)xv =5 €W = 7

Aplicacdes dos valores maximo e minimo: O calculo das coordenadas do vértice permite
determinar o valor 6timo em diversas situacfes praticas, tais como o lucro maximo de uma
empresa, 0 custo minimo de producdo ou a altura maxima atingida por um objeto lancado
verticalmente.

Exemplo:
1) O lucro L de uma empresa, em funcéo da quantidade q produzida e vendida é obtido por L(q) =

—q?% 4+ 10q — 9. Calcule:

a) a quantidade g que maximiza o lucro, ou seja, qual o lucro maximo que a empresa consegue
obter.

b) o lucro maximo atingido, ou seja o valor maximo em reais que ela consegue lucrar.

2) Um jogador arremessa a bola de basquete em dire¢do a cesta, descrevendo uma trajetoria
parabdlica, conforme a funcéo h(t) = 2 + 6t — 5t2, sendo h a altura da bola, em metros, e t o tempo
decorrido do arremesso, em segundos. A altura maxima, em metros, atingida pela bola em relacédo
ao piso é:
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Resolugdes:

1)a) (x, = —= (1_01) = 5 unidades)

1)b) (y, = — 4(6_41) = 16 milhares de reais)
2)3,8 m.

Tipos de Graficos: o grafico de uma funcédo quadratica intercepta (“corta”) o eixo X nos pontos
correspondentes as raizes da funcao (quando existem) e intercepta o eixo y no ponto (0, c), ou
seja, no valor do termo independente c. Quanto ao formato, a parabola pode apresentar as
seguintes variacoes, dependendo do discriminante A e do coeficiente a:

AR NIVRILY,

-
L

X

Sea>0eA>0 Sea>0eA=0 Sea>0eA<0
/X- \X; =X A
Sea<0eA>0 Sea<0eA=0 Sea<0eA<O0

Construcao de Gréaficos: para construir graficos, utilizamos o plano cartesiano, formado por dois
eixos perpendiculares: o eixo horizontal das abscissas (x) e o eixo vertical das ordenadas (y).
Ambos sédo retas infinitas. A partir dessa estrutura, determinamos pontos por meio de suas
coordenadas (X, y) e 0os conectamos com uma linha continua, obtendo o tracado caracteristico da
funcao estudada.

Exemplos:
1) Construa os graficos das funcgodes:
a)y=x2-2x-8

b)y =—x%+6x-9
C)y=x2-6x + 10

Diferenca entre as raizes de uma funcdo quadratica: indica o quanto elas estao afastadas no
eixo x. Essa distancia depende do valor do discriminante (A) e do coeficiente a. Quanto maior o
valor de A, mais distantes sdo as raizes; quanto maior o valor de a, mais proximas elas ficam. A
relacéo é dada por:
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VA

xl—x2=i7

Exemplos:

1) Verifique em quantas unidades as raizes da funcéo f(x) = x*> — 5x + 6 estdo separadas no

eixo X.

Temos a = 1, b = —5e ¢ = 6. Calculando o discriminante:
A=b%—4ac=(-5)?%-4(1)(6)=25-24=1

V1
X1 - xZ = iT = i]_
As raizes diferem em uma unidade, ou seja, estdo separadas por 1 no eixo X.

Logo,

2) Considere a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0. Sabe-se que o discriminante é
igual a 49 e que o coeficiente a é igual a 1, calcule a diferenca entre as raizes.

Como o problema ja fornece A = 49 e a = 1, basta aplicar diretamente a relagdo entre a diferenca
das raizes:

VA
X1 — Xy = i—a
Substituindo os valores:
V49
Xy — Xy = iT

x1 - xZ = i7
Portanto, a diferenca entre as raizes € igual a 7 (em valor absoluto).

Pontos criticos (Yv): os valores que a variavel y pode assumir em uma funcdo quadratica sao
limitados pelo veértice, que define o valor extremo da fungdo. Quando a concavidade € voltada para
cima (a > 0), o vértice é o ponto de minimo, e yv é o menor valor atingido. Quando a concavidade
€ voltada para baixo (a < 0), o vértice € o ponto de maximo, e yv é o maior valor atingido.

a<0 a>0

Ya
A
Yv y

LUV A
T N

Vértice
PONTO MAXIMO PONTO MINIMO

Vértice

Exemplos:
1) Determine os pontos criticos das funcgdes:

ay=x2-8x+15=0
b)y=-x?+2x+3

Determinacdo de uma funcdo quadratica a partir de suas raizes: a expressao algébrica da
funcdo quadratica é y = ax?2 + bx + c¢. Para obtermos essa expressdo conhecendo suas raizes,
podemos calcular a soma (S) e o produto (P) delas e substituir em:

y=x2-Sx+P
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Exemplo:
1) Obtenha a expresséao algébrica da funcdo quadratica que possui raizes 1 e 3.

Solucéo: paraasraizes 1 e 3,temos S =4 e P = 3. Substituindo emy = x2 - Sx + P, temos a funcéo
y = X2 —4x + 3.

Funcéo exponencial

A Funcdo Exponencial € uma das ferramentas mais poderosas da matematica para modelar
fenbmenos de crescimento ou decrescimento acelerado. Ao contrario da fungcdo afim (onde a
variacao € constante), na funcao exponencial o ritmo de mudanca se multiplica a cada intervalo.
Ela € amplamente utilizada para descrever o crescimento populacional, o espalhamento de virus,
0s juros compostos no mercado financeiro e a desintegracao radioativa na Fisica e na Quimica.
Uma funcéo é dita exponencial quando a variavel independente x se encontra no expoente de
uma base constante e positiva.

Sua lei geral de formacao é expressa por:

y=a*ouf(x) =a*

Ou, em sua forma completa para aplicagées reais: f(x) = k - a*, em que as condi¢Ges de
existéncia exigem que a base a seja um nimero real com:

a > 0 (a base deve ser estritamente positiva)

a # 1 (pois 1* = 1, o0 que geraria uma fungéo constante)

Equacdo Exponencial: uma equacao onde a incognita esta no expoente € chamada de equacgéo
exponencial. A maioria das equacdes exponenciais é resolvida simplesmente tornando as bases
iguais, entdo é possivel cancelar as bases e em seguida igualar seus expoentes. Algumas
equacdes necessitam de uma analise mais aprofundada.
Exemplos: resolva as equacdes abaixo:

+x

1)3¥=9 2)4*1=32 3)3* =37 4)25%+ = 56x  p)gxtl.gri =i
6)3**6=1 7)3-2%3 =192 8)8* =0,25

Respostas dos exemplos: 1)2 2)7/2 3)4/5 4)4 5)4/7 6)-2o0u3 7)3 8)-2/3

Exercicios da aula:
1)2x=32 2)4%* =64 3)2x=1/16 4)81=1/16* 5)(1/5)*=125 6)10*=1/10

N =(¥9) 8(VIpr=2 9)3s=27 10)@:% 11)(0,2 = 1

12)(0,5) = 213 13)7*¥°~2 =77  14)(—0,85)*"~7* = (—0,85)"1°  15)(0,01)*! = (0,01)**

31+x

16) 9¥+1 . 32%-3 = 17)5 - 7%+3 = 35

Respostas dos exercicios: 1)5 2)1 3)-4 4)3/7 5)-3 6)2 7)8/3 8)2 9)2 10)-2/3 11)2
12)1 13)-90u9 14)2o0u5 15)00ul 16)0 17)-2

Funcédo Exponencial: Denomina-se fun¢do exponencial de base a, toda funcgéo real dada por f(x)
=a*(coma=1ea>0), onde x pertence ao conjunto dos niumeros reais.

Gréfico da Funcao Exponencial: O grafico da funcdo exponencial do tipo f(x) = a*, € uma curva,
quando a > 1, ela é crescente e quando 0 <a < 1, ela é decrescente.
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11
a>1 0<a<1
Y r ¥ 'Y
1 1
Crescente — _ \ Decrescente
o X o X

Uma observacao importante € que o gréfico de qualquer funcdo exponencial sempre passa pelo
ponto 0D pois qualquer valor elevado a zero € igual a 1.

Exemplos de Aplicacdes da Funcdo Exponencial

1) Certa substancia se decompde segundo a lei Q(t) = 2500 - 205! onde Q(t) indica a
guantidade da substancia (em gramas) em fungédo do tempo t (em minutos). Qual a quantidade
aproximada da substancia em t=10 minutos?

a) 500 gramas b) 78,125 gramas c¢) 12,500 gramas d) 600 gramas e) 1,500 gramas

2) Certa substancia se decompde segundo a lei Q(t) = 2500 - 2%5! onde Q(t) indica a
guantidade da substancia (em gramas) em funcao do tempo t (em minutos). Apos quanto tempo
a quantidade de substancia sera igual a 1.250 gramas?

a) 1 minuto  b)4 minutos ¢)5 minutos  d)15 minutos  €)2 minutos

3) Sob certas condi¢des, o numero de bactérias B de uma cultura, em funcéo do tempo t, medido
em horas, é dado por B(t) = 2 112 1ss0 significa que 5 dias apés a hora zero o nimero de
bactérias é:

. 2-0,5t

4) Uma certa substancia se decompde aproximadamente segundo a lei Q(t) = K , em que

K € uma constante, t indica o tempo em minutos e Q(t) indica a quantidade da substancia, em
gramas, no instante t. Considerando os dados desse processo de decomposi¢do mostrados no
grafico, determine os valores de K e de a.

Q

&

2045

512

¥

5) O montante M é a quantia a ser recebida apos a aplicacao de um capital C, a uma taxa de juros
i, durante certo tempo t. No regime de juros compostos, esse montante é calculado pela relagédo
M=C - (1+i)'. Considere um capital de R$ 10.000 aplicado a uma taxa de 12% ao ano durante
4 anos. Qual seria 0 montante ao final dessa aplicacdo? Dado: 1,12% = 1,57352

Respostas dos Exemplos de aplicacdes das Funcbes: 1)b 2)e 3)1024 4)K=2048ea=4
5)R$ 15.735,20
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Funcéao logaritmica

A Funcao Logaritmica € a operacéao inversa da funcéo exponencial. Desenvolvida historicamente
para simplificar grandes calculos numéricos, ela é hoje indispensavel para medir fendmenos que
se espalham por vérias ordens de grandeza. E utilizada para calcular a escala Richter
(magnitude de terremotos), o pH de solugbes quimicas, a intensidade sonora em decibéis, além
de determinar o tempo necessario para alcancar metas financeiras em investimentos.

Dado um numero real a (a > 0 e a # 1), chamamos de func¢éo logaritmica de base a a funcéo
expressa por:

y=log,(x) ou f(x)=1log,(x)

Logaritmo (log): € uma forma diferente de expressar uma relacdo exponencial entre niumeros.

Por exemplo, 23 = 8, pode ser escrito como log,8 = 3 (que se Ié: “log de 8 na base 2 é igual a
3”), as nomenclaturas sao: 8 é o logaritmando ou antilogaritmo; 2 é a base; 3 é o logaritmo.
Resolver logaritmos transformando-os em equacdes exponenciais € uma das técnicas mais
importantes da Algebra. A ideia central é usar a definicdo de logaritmo para “voltar” & forma
exponencial.

Pela definicdo fundamental de logaritmo, temos a equivaléncia com a exponencial:

log,x)=y=a’=x

Exemplos: calcule o valor de x em:
1)logs25=x 2)10g20,5=x 3)logx=5 4)log,16 =2 5)x=1009416

Condicao de existéncia: para que exista o logaritmo de log,a, devemos ter: a e b maiores gue
zero e b diferente de 1.

b>0,b#¥1ea>0

Ou seja, a base de um logaritmo pode ser qualquer nUmero maior que zero, exceto o 1. E o
logaritmando deve ser positivo.

Justificativas: Se b =0, log,5 = 2 « 0% = 5 absurdo!
Seb=1,log,7 =5 < 15 = 7 absurdo!
Se b <0, log_3;4 =81 & —3* = 81 absurdo!
Sea=0,log;0 =4 < 3* =0 absurdo!
Sea<0,log,— 16 = 4 & 2* = —16 absurdo!

Consequencias da condicdo de existéncia de logaritmos: a partir da definicdo de logaritmo,
podemos estabelecer as seguintes situagoes:

) 29N = N. Se o0 expoente de uma poténcia for um logaritmo, e o valor da base desse logaritmo
for igual ao da base da poténcia, entdo o resultado sera o proprio logaritmando.

Justificativa: Dica:

log, b= log, b
M W= b

log, b= log,b . .
e Ea Podemos cortar ou cancelar, o valor da base da poténcia com o logaritmo e sua

base, e nos restard apenas o logaritmando. Matematicamente, esse
cancelamento nao faz sentido algum. Isso é apenas uma técnica que utilizamos
alogab = p para lembrar que em casos como esse, o resultado é o préprio logaritmando do
logaritmo.
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II) Se log, N = log, P entdao N = P. Quando dois logaritmos com a mesma base s&o iguais, 0s
logaritmandos também ser&o iguais.

Exemplos: calcule os logaritmos.
1) logel=x 2)logs5=x 3)logs3°=x 4)209:3 =x 5)5l98 = x  6)log2(x-3) = log23

Resolucdes:

1) x =0, pois log.1 = 0, logo 9° =1. 6) X = 6, pois:

l'D (x - 3) = 10 2 3
2) x =1, pois logs5 = 1, logo 5:= 5 g2 g

lope3 _ ,

4)x =3, pois 2°02° =3 a4s
| 8 __

5)x = 8, pois > o = 8 .y

Sistema de logaritmos decimais: é o sistema de base 10, quando aparecer um logaritmo sem a
identificacdo da base, devemos entender como sendo base 10.

logi0x = logx
Ou seja: log,p2 = log2 log.05 = log5 log,07 = log7

Exemplos: calcule:

1) log1000 = x

2) log0,01

Obs.: podemos acrescentar o sinal de igual e o X, quando n&o aparecer no exercicio.

Exercicios da aula:
1) Calcule x:
a)logs25=x  b)logl000 =x c)log22=x d)log21/4=x e)logi28=x f)log21 =x
0)l0g100,1 =x h)logwe3vV3=x i)logs8l=x j)logr232=x k)logsl=x Nlog 5 = x
m) log 9 = x n)log2128 = x 0)logs27 = x p)logs125 =x ()log10 000 = x r)log1264 = x

2) Usando a defini¢ao, calcule:
a)log100,01  b)log20,5 c)log2y/8  d) logsV32  e)log1sl6  )logs8/27  g)logz20,25
h)logz7 i)logsal  j)logis1/5

3) Determine o valor da base x nas seguintes igualdades:
a)logx8 =3 Db)logx81l=4 c)logx5=1 d)logx36=2 e)logd=-2 f)logxl6 =2
g)logx1/16 =2 h)logx25 =2 i)logx10 =1

4) Calcule x nas igualdades:
a)logzx =5 b)3 =logsx c)log(x+1l) =2 d)logx27 =3 e)-1=logsx f)logx =0

5) Obtenha os valores dos logaritmos:
a) logo110 =x b) log: (%) =x C)logz8=x d) log,V16 =x e)log,8=x—75
3
f) log,32 =2x+1 @)logi27 =x+2
3
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6) Resolva as seguintes equacdes:
a)log;x =4 Db)logiex = % C)logs(x—1)=1 d)log,4=2 e€)log,,4=2
f) log,27 =3 @) log,(2x* —=3x+2)=0

Respostas: 1)a)2 b)3 c¢)1 d)-2 e)-3 )0 g)-1 h)-3/4 D4 -5 kO D2 m)4d n)7 0)3
p)3 )4 -6 2)a)-2 b)-1 c)3/2 d)5/4 e)-2 )3 g)-2 h)l )0 j)1 3)a)2 b)3 c)5 d)6
e)l/2 )4 g)1/4 h)5 )10 4)a)32 b)64 c)99 d)3 e)1/3 f)l 5la)x=-1 b)x=2 c)x=6
d)x=2/3 e)x=8 f)x=3/4 g)x=-5 6)a)x=81 b)x=4 c)x=4 d)x=2 pela condi¢ao de
existéncia, -2 ndo é solucdo. e)x=1, pela condicdo de existéncia, -1 ndo é solugcdo. f)x=3
g)x=1/2, pela condicdo de existéncia, 1 n&o € solucéo.

Cologaritmo (coloq): é o nome que se d& ao oposto do logaritmo, isto é:
colog,x = —log,x

Exemplos: calcule:
1) colog,8 = —log,8 = —3 2) colog100 = —log100 = -2

Propriedades dos Logaritmos

As propriedades dos logaritmos sdo propriedades operatérias que simplificam os calculos dos
logaritmos, principalmente quando as bases ndo sao iguais.

12 propriedade - Logaritmo do Produto: o logaritmo do produto de dois ou mais nameros
positivos é igual a soma dos logaritmos de cada um desses numeros..
loga(b-c) =logub + log,c

Exemplos:
1) Calcule: log,(8-16) = log,8 + log,16 =3+ 4 =7
2) Calcule: log2 + log5 = log(2-5) = log10 =1

22 propriedade - Logaritmo _do Quociente: o logaritmo do quociente de dois niUmeros reais e
positivos é igual a diferenca entre os logaritmos desses numeros.
log,(b:c) =log,b — log,c

Exemplos:
1) Calcule: log, (;iz) =log,4 — log,32 =2—-5=-3
2) Calcule: log,1024 — log,64 = log, (*") = log,16 = 4

32 propriedade - Logaritmo da Poténcia: o logaritmo de uma poténcia de base real e positiva €
igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
log,b™ =m-log,b

Exemplos:
1) Calcule: log1003 = 3logl00=3-2=6

2
2) Obtenha o valor de x em: 2/3 . 10gx27 =1 — 2/3 . log,3® =1 — 10g,(3®)3 =1 — log,32 =1 —> X
=9.

42 propriedade — Mudanca de base: para aplicar as propriedades anteriores € necessario que
todos os logaritmos da expressao estejam na mesma base. Neste caso é necessario transformar
todos para uma mesma base. A mudanca de base também é muito Gtil quando precisamos usar
a calculadora para encontrar o valor de um logaritmo que esta em uma base diferente de 10
(calculadoras cientificas sO resolvem log na base 10). fazendo a mudanca de base podemos
transformar um logaritmo em um quociente de logaritmos, para fazer essas transformacodes é
preciso obedecer algumas regras e propriedades operatérias como por exemplo, quando temos o
valor de log, N, mas queremos obter o valor de log, N, com a #b, usamos a relagao:

logpy N U “p 9
295 2 (mudamos a base dada “a” para “b”)

log, N =

logpa’
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Exemplos:
1) Mude a base do log de 7 para 5:
a) log,8 b) log,?2

2) Mude a base dos log de 3 para 2:
a) logs8 b) logs2

3) Calcular log,8:

log.8 log,8 3
0945 = log,4 2

Exemplos envolvendo as 4 propriedades:
1) Usando a primeira propriedade, calcule: logs x + logs 2 = 2

2) Usando as propriedades dos logaritmos, calcule:
a)log2(8.16)  b)log2 +log5  c)log24/32 d)log2V/4 e)logs8 f)logsl6

3) Simplificar log,5 - logs7 - log;2:
4) Resolver a equacao log,gox + logi10x = 3

5) Usando as propriedades, calcule x em:
b) log78 . logs7 . log25  ¢) logs2 . l0g25 . logs7 . log79

6) Usando as propriedades, calcule x em: 2/3 . logx27 + 2 . logx2 — logx3 = -1

Respostas: 1)25/2 2)a)7 b)l c¢)-3 d)2/3 e)3/2 1)4/3 3)1 4)100 5)a)3 b)2 6)1/12

Logaritmo natural (neperiano): o sistema de logaritmos neperianos ou logaritmo natural, recebe
esse nome em homenagem ao seu criador John Nepper. A base desse logaritmo é o numero “e”,
um numero irracional, cujo valor € 2,71828...

Podemos escrever esse logaritmo como Log.R ou podemos omitir a base e, escrevendo InR.
Nesse caso, ja sabemos que se trata de um logaritmo neperiano de R, ou simplesmente, logaritmo

de R na base “e”. Ao representar um logaritmo natural hd o costume de escrever In(x) em vez de
log.(x).

In(x) = loge(x)
Ou seja: log,2 = In2  log,5 =In5 log,7 = In7

OBS.: As propriedades para In, sdo as mesmas dos log.

Exemplos:
1) Resolva a equacio e>* = 2, dado: In2 = 0,7.
Solucéo:
e =2
Aplicando logaritmo natural nos dois lados da equac&o dada, temos:
Ine>* = In2

Usando a propriedade no lado esquerdo da equacéo e substituindo In2, temos:
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5xlne = 0,7
Trocando Ine por log,.e temos:
5x-1=0,7

Repare que Ine = log.e = 1. Calculando, temos:

0

IR

07 7
5

IR

X

2) Resolva a equagio e>~3* = 10, dado: In10 = 2,3.

Solucéo:
e5™3% =10 = In(e>3%) = In(10)

In(e>3*) =23=>(5-3x).In(e) =23=>5-3x=23>

3 5_53 2,7 27 9
= — = === —
x PEYE T30 10
Exercicios da aula:
1) Dado: In2 = 0,7 e In10 = 2,3, resolva as equagdes:
a) 103* =2 b) 8 = e*’ c) 1069 =8

113

Respostas: 1)a)6—79 b)\/% C)E

Funcdo logaritmica: denomina-se funcdo logaritmica de base a, a funcéo f real dada por f(x) =
logax (com a =1, a>0e x >0). Com relagdo ao seu grafico, quando a > 1, temos uma fungéo
logaritmica crescente e quando 0 < a < 1, temos uma func¢ao logaritmica decrescente.

f(x)=log,x(0<a<l) f(x)=log, x(a>1)

Y

X O (110) a

Observacao: A funcao logaritmica é a inversa da exponencial.

Aplicacbes da Funcdo Logaritmica: amplamente utilizada para modelar fenbmenos onde o
crescimento ou decaimento ocorre de forma exponencial, permite comprimir grandes escalas de
dados em valores mais praticos de visualizar e comparar. Elas sdo fundamentais para medir a
intensidade de terremotos, calcular a acidez de solugdes, estimar o nivel do som, prever o
crescimento populacional e determinar o tempo de rendimento de investimentos.

Exemplos:
1) A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a producéo de madeira,

evolui, desde que é plantada, segundo o modelo matematico h(t) = 1,5 + logs (t+1), com h(t) em
metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura,
o tempo (em anos) transcorrido do momento da plantacdo até o do corte foi de:
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2) Uma das grandezas relacionadas ao som € a sua altura A, medida em decibéis (dB). A altura
de um som esté relacionada com a sua intensidade |, medida em watts por metro quadrado,

através da funcdo A(I) = 10 - log( ) sendo lo uma constante que vale 10712 —. Sabe-se que a

intensidade sonora aproximada de um carro é 10~ -+ . Portanto, pode-se aflrmar gue a altura do
som produzido pelo carro € igual a:

3) A Escala Richter € uma funcdo logaritmica utilizada para medir a magnitude dos abalos
sismicos, ou seja, dos terremotos. A magnitude de um terremoto pode ser calculada pela equacéo
logaritmica M = logio (A - f) + 3,30, onde M = Magnitude do terremoto na escala Richter; A =
Amplitude do movimento da onda registrada no sismoégrafo. f = frequéncia da onda, em hertz.
Diante das informacdes acima, suponhamos que um terremoto teve como amplitude 1000
micrometros e frequéncia igual a 0,1Hz. Qual a magnitude deste terremoto?

4) Muito utilizado na quimica, a escala de pH (sigla para potencial hidrogeniénico), fornece
medidas entre 0 a 14, substancias que apresentam pH abaixo de 7 sdo denominadas acidas,
enquanto que substancias com valores de pH acima de 7 s&o alcalinas, o pH 7 é neutro. O pH é
o log negativo de base 10 da concentracdo molar de ions de hidrogénio (H*), ou seja:

pH = - log (H")
Sabendo que a concentragdo molar por litro do suco gastrico é 10 ~* mol/l, qual é o seu pH?

5) (FUVEST) O quimico Sérensen definiu o pH (potencial hidrogenionico) de uma solucdo do
seguinte modo pH = -log [H*], onde H* € a concentracdo em ion—grama de hidrogénio por litro de
solucdo. Para o pH < 7 a solucdo é acida, para pH = 7 a solucdo € neutra e para pH > 7 e,
teoricamente menor que 14, a solucdo é basica. Numa amostra de leite de magnésia (que é
essencialmente uma suspensado de hidroxido de magnésio Mg(OH)2 em agua) obteve-se a
concentragdo hidrogenidnica H* = 3,3 . 10''. Determine o pH dessa amostra de leite de magnésia.
Dados: log 3,3 = 0,52 e pH = - log (H").

6) O nimero A de associados de um clube, aumenta segundo a fungdo A = 9-e%t, onde t é o
tempo em anos apos a inauguracdo do clube. A quantidade de associados atingira 9 mil pessoas
daqui a quantos anos? Dado: In10 = 2,3.

7) Uma cultura de bactérias cresce segundo a fungdo N(t) = C - e, onde C e K s&o constantes,
N € o numero de bactérias presentes na cultura, t € o tempo em horas e C é o valor inicial.
Utilizando os dados apresentados no grafico, determine o valor de K. Dado: Ln(1,5) = 0,4.

Namero de Bactérias

1
1
9 10

0 1 2 3 4 5 é 7 8

Tempo (em horas)
8) A gquantidade Q(t), em gramas, de uma substancia radiotiva, diminui segundo a funcéo Q(t) =
Qo -e %97t onde, t € o tempo em horas e Qo € a quantidade inicial, em gramas. Determine o
tempo para gue a quantidade inicial desta substancia seja reduzida pela metade. Dado: In2 = 0,7.
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Respostas: 1)8 2)80 3)5,3graus 4)1 5)pH=10,48 6)69anos 7)K=0,1 8)10anos



